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摘　　　要 : 基于 Kriging方法对固体火箭发动机装药结构可靠性进行了分析.首先 ,采用拉丁超立方抽样

技术得到了随机参数样本点 ;然后 ,利用样本点数据对黏弹性有限元模型的装药进行了结构力学分析 ;最后 ,

通过 Kriging模型得到了八面体剪应变的函数近似响应面 ,并结合失效判据对失效函数进行了可靠性计算.

为了验证 Kriging模型在可靠性计算中的有效性 ,其计算结果与 Monte2Carlo方法进行了比较 ,得到了十分接

近的可靠度 .
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Abstract : The st ruct ure reliability of solid rocket motor grain was analyzed based on

Kriging met hod. Firstly , Lating hypercube sampling was used to get sampling data of ran2
dom variables. Secondly , t he grain st ruct ure was analyzed using finite element met hod wit h

sampling data. At last , a response surface of octahedron shear st ress was estimated using

Kriging model . And , the reliability of grain was estimated in combination wit h failure crite2
rion. To evaluate t he applicability of t he Kriging met hod , Monte Carlo simulation was em2
ployed to compare wit h it . The approximate result s of reliability qualify t he performance of

t he met hod.
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　　在过去几十年中结构可靠性得到了快速发

展.矩法、响应面法 ( RSM) [122 ]、随机有限元方法

纷纷引入 ,并在可靠性计算方法中占据重要地位.

随着有限元技术的推广 ,隐式函数的可靠性计算

日益受到人们的重视 ,不少用于结构设计的拟合

方法纷纷引入.如 :响应面法、神经网络拟合法和

Kriging模型.

Kriging模型作为线性回归的改进技术 ,包

含了线性回归部分和被视作随机分布实现的非参

数部分.不少学者都进行了有益的研究[324 ] ,认为
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相比传统的插值技术 , Kriging模型有很多优点.

如 , Kriging模型同时具有局部和全局的统计特

性 ,以此可以分析信息的趋势、动态等.

本文基于 Kriging模型联合拉丁超立方抽样

技术讨论在固体火箭发动机装药结构可靠性中的

应用.

1　Kriging模型

111　Kriging方法基本理论

Kriging模型一般包含两部分 :多项式和随

机分布.其形式如下 :

y ( x) = ∑
q

j = 1

βj f j ( x) + z ( x) = Fβ+ z (1)

其中 ∑
q

j = 1

βj f j ( x) 相当于响应面函数 , f j ( x)为一

组已知的基函数 ,βj 为待估系数 ; z ( x)一般取均

值 E[ z ( x) ] = 0为零时的平稳随机过程 ,方差为

Cov[ z ( xi ) , z ( xj ) ] =σ2 R[ R ( xi , xj ) ] , i , j∈[1 , n]

R ( xi , xj )为两个样本点的相关函数 ,通常采

用半变差函数表述.其中 n为样本点个数.

对于待估点 x0 通常采用权系数

C = { c1 , c2 , ⋯, cn}

利用线性组合的形式描述

ŷ ( x0 ) = ∑
n

i = 1
ci y ( xi ) = CT Y

因此 ,问题转化成为使 ŷ ( x0 )的误差均方差

最小

σ2 ( x0 ) = E{ | ŷ ( x0 ) - y ( x0 ) | 2 } =

E{ ( CT Z - z) 2 } =

σ2 (1 + CT RC - 2 CT r)

其中 r = [ R ( x1 , x0 ) , ⋯, R ( xn , x0 ) ].

引入 Lagrange算子λ,Lagrange方程描述为

<( C ,λ) =σ2 (1 + CT RC - 2CT r) -λ( FT C - f )

通过引入极值条件δφ= 0可以得到

0 F

F σ2 R

-λ

　C
=

f

σ2 r
(2)

于是最优线性无偏预测

ŷ ( x) = f Tβ̂+ rT R - 1 ( y - Fβ̂)

β̂= ( FT R - 1 F) - 1 FT R - 1 y (3)

通过式 (2)推出模型预测的均方误差估计

Ems [ ŷ ( x) ]≡σ̂2 ( x) =

σ2 1 -
f

r

T 0 F

F R

- 1 f

r
(4)

参数σ2 可以通过极大似然估计求得 ,对于高

斯 Kriging模型

σ̂2 =
1
n

( y - Fβ̂) T R - 1 ( y - Fβ̂) (5)

112　半变差函数模型

半变差函数在概率论中用于描述样本的散

布 ,在 Kriging模型中通过使用待估点的方差使

估计误差最小.

半变差函数的形式很多 ,如指数模型、高斯模

型等.其中常用的相关函数为

R ( xi , xj ) = R ( dk ,θk ) =

exp - ∑
p

k = 1

θk | x k
i - x k

j |
α

k

0 <αk ≤2 　　

其中 dk 为距离函数 ,在此 dk = x k
i - x k

j ; p为样本

点的维数.

很多研究表明αk = 2 的平顺性很好 ,而且精

度也较高.

参数θ= [θ1 , ⋯,θp ]的极大似然估计可以联

合公式 (3)与公式 (5)通过迭代方法求解.

在结构优化设计和可靠性计算中 , Kriging

模型不会单独使用 ,通常配以抽样技术联合使用.

经常被使用且效果比较好的应属拉丁超立方抽样

方法.

2　拉丁超立方抽样

拉丁超立方抽样 (L HS) 最早由 Mc Kay 提

出 ,由 Stein给出比较数学化的表述. L HS被认为

是一种可以替代 Monte2Carlo 方法且效果较好的

方差缩减技术 ,在仿真模拟、优化计算和可靠性计

算方面得到较为广泛的应用[5 ] .

设参数 x = ( X1 , ⋯, X p )′对应的概率分布函

数 (CDF)为 F( x)

F( x) = ∏
p

k = 1

Fk ( x k ) (6)

其中 Fk ( x)是 X k 的 CDF.则对于 n个拉丁超立

方抽样产生步骤如下 :

步骤 1 　产生一个 n×p 的矩阵 P = ( p jk ) ,

j = 1 , ⋯, n , k = 1 , ⋯, p ,它的列相互独立 ,每列为

{ 1 ,2 , ⋯, n}的一个随机置换 ;

步骤 2 　产生 n×p 矩阵 U = ( ujk ) ,所有的

ujk独立同分布于 U (0 ,1) ,并独立于 P ;

步骤 3　令 :

491
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x jk = F - 1
k [ n - 1 ( p jk - 1 + ujk ) ]

xj = ( x j1 , ⋯, x jp )′即为一次 L HS抽样.

3　发动机装药可靠性

311　黏弹性本构关系

固体推进剂是含有大量固体颗粒的高分子聚

合物 ,具有黏弹性和近似不可压缩性 ,通常情况下

其泊松比介于 0. 49和 0. 5 之间.基于 Herrmann

变分原理出发得到的不可压和近似不可压黏弹性

材料的积分型本构关系能够较好的满足固体推进

剂结构力学分析.

312　固体药柱模型参数

固体火箭发动机采用高强度合金结构钢壳体

和星孔装药形式.星孔装药参数如表 1所示[6 ] .壳

体弹性模量为 1. 96×105 Pa ,泊松比为 0. 29.

发动机长径比较大 ,分析时按照平面应变处

理.包覆层和推进剂材料都属于黏弹性材料.包覆

层泊松比为 0. 495.

推进剂剪切松弛模量的 Prony级数为

G( t) = 2 . 353 7 + 1 . 227 6e - t
30130. 7 +

1 . 996 3e - t
3013. 07 + 2 . 977 8e - t

301. 307 +

1 . 072 9e - t
30. 1307 + 1 . 392 3e - t

3. 01307

包覆层剪切松弛模量的 Prony级数为

G( t) = 5 . 652 6 + 2 . 736 8e - t
30130. 7 +

4 . 754 02e - t
3 013. 07 + 6 . 957 3e - t

301. 307 +

2 . 792 3e - t
30. 1307 + 3 . 735 6e - t

3. 01307

表 1　药柱结构尺寸

Table 1　Dimensions of motor structure

序号 名称 尺寸 序号 名称 尺寸

1 药柱外径/ mm 284. 5 7 星角圆弧 r1 / mm 7. 5

2 长度/ mm 184. 3 8 过渡圆弧 r/ mm 6

3 内径/ mm 124 9 燃烧室外径/ mm 292. 7

4 星角数 5 10 燃烧室内径/ mm 287. 5

5 角分数 0. 8 11 包覆层厚度/ mm 1. 5

6 星根半角/ (°) 35

313　药柱失效准则

对于无缺陷发动机装药 ,在温度和内压载荷

作用下 ,一般采用八面体剪应变准则 ,尤其对于多

项应力状态八面体剪应变和八面体剪应力作为破

坏准则比较合理[ 7 ] .

八面体剪应变的表达式为

γ8 =
2
3

[ (ε1 -ε2 ) 2 + (ε2 -ε3 ) 2 + (ε1 -ε3 ) 2 ]
1
2 =

2
3

[ (ε11 -ε22 ) 2 + (ε22 -ε33 ) 2 + (ε11 -ε33 ) 2 +

3
2

(ε212 +ε223 +ε213 ) ]
1
2 (7)

式中ε1 ,ε2 ,ε3 为主应变.

装药极限状态方程 (失效函数)定义为

M =γ8m -γ8 (8)

式中γ8m为八面体剪应变极值.

则系统可靠度为

Rs = F( M≥0) = 1 - F( M < 0) (9)

模型中的随机变量为 :推进剂泊松比μ、发动

机最大压强 p0 和八面体剪应变极值γ8m .统计特

征如表 2所示.发动机压力 p (MPa)随时间 t ( s)

变化曲线按下式计算

p =
p0 t/ 0 . 08　0≤t≤0 . 08

p0 　　　 t > 0 . 08

表 2　随机变量统计特征

Table 2　Statistics of random variables

变量 均值 方差 分布

泊松比μ 0. 495 0. 001 正态

最大压强 p0 / MPa 18. 5 1. 85 正态

γ8m 0. 3 0. 03 正态

314　有限元模型

在此 ,发动机装药力学分析统一采用非线性

有限元软件 MSC. MARC计算.单元类型为二次

缩减积分与 Herrmann混合平面应变单元.

鉴于最大剪应变位置通常发生在装药内表

面 ,因此 ,这里只考虑星型装药内表面节点应变情

况.并按照对称性 ,选择模型的 1/ 10进行计算.图

1和图 2分别显示了各变量为均值时装药部分等

效应力分布和内表面节点主剪应变情况 (按大小

绘制曲线) .通过公式计算八面体剪应变 ,并求出

最大值代入公式 ,便可得出本次可靠性状态.

315　可靠性分析及结果

作为比较 ,分别选取 n = 200 ,300 ,400 三组

L HS数据.

Kriging模型中的多项式部分选用以下二次

多项式形式 :

591
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Fβ =β0 + ∑
m

j = 1

βj x j + ∑
m

j = 1

βj + m x2
j + ∑

m

j = 1
∑
j - 1

i = 1

βi j x i x j

计算过程大体分为三个部分 :应用拉丁超立

方抽样进行有限元仿真、应用仿真数据和抽样数

据计算 Kriging模型和依据失效函数计算系统可

靠度.具体计算流程如图 3所示.

计算结果如表 3 所示.图中显示了样本点为

400时八面体剪应变的 Kriging拟合模型和样本

点数据.为了避免样本不同量级产生的误差 ,对样

本数据进行了标准化处理.图中显示的即为处理

后的结果.

Monte2Carlo方法可以得到问题精确解 ,用

于验证其他方法.但直接的在有限元仿真中应用

Monte2Carlo 方法计算成本相当高 ,几乎与样本

数量成正比.

在此给出了 100 000 次 (为了保证可靠度的

精确度 ,一定数量的仿真次数应该得到保证)的

Monte2Carlo 有限元计算结果 ,如表 3 所示.可以

看到可靠性计算结果十分相近.但 Monte2Carlo

(M2C)方法计算耗时却是其他计算量的几百倍.

相比有限元计算 ,后两部分的计算 ,即 Kriging模

型求解及计算系统可靠度的计算成本并不高.

表 3　可靠性计算结果比较

Table 3　Comparison of the reliability result

样本数 均值μm 均方差μm 可靠度

L HS 200 0. 130 9 0. 038 5 0. 999 38

L HS 300 0. 131 1 0. 040 3 0. 999 36

L HS 400 0. 131 1 0. 036 3 0. 999 44

M2C 100 000 0. 130 989 0. 039 475 0. 999 470
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4　结　论

1) 采用 Kriging模型对黏弹性有限元模型的

发动机装药结构可靠性进行分析 ,得到了与

Monte2Carlo 法几乎相近的可靠度.

2) Kriging模型对样本点数量要求不高 ,远

远小于 Monte2Carlo 方法要求的随机变量数 ,而

且有比较高的精度 ,因此对于复杂失效函数尤其

是隐式方程的可靠性分析具有很好的应用前景.
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